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1J ?
$A_{3}X^{3}-A_{2}X^{2}+A_{1}X-A_{0}=0$ , $A_{3}$ , A2, $A_{1},$ $A_{0}\geq 0$
$\max(a_{3}+3x, a_{1}+x)=\max(a_{2}+2x, a_{0})$
1.2
1. , $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ Lotka-Volterra
$\mathrm{K}\mathrm{P}$
$\mathrm{K}\mathrm{P}$ 2






$A_{0}X+B_{0}=A_{1}X+B_{1}$ , $A_{0},$ $B_{0},$ $A_{1},$ $B_{1}>0$
$X=-(B_{0}-B_{1})/(A_{0}-A_{1})$ .
1
$\max$ ( $a_{0}$ $x,$ $b_{0})= \max(a_{1}+x,$ $b_{1})$
Baccelli F., Cohen $\mathrm{G}.\mathrm{J}.,\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}$ Qudrat J.-P. Synchronization and $L\mathrm{i}near\mathrm{i}ty_{f}$ An Algebra for
Discrete Event Systems. John Wiley and $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s},1992$ .
$\max$ ( $a_{0}$ $x,$ $b_{0}$ ) $= \max(a_{1}+x,$ $b_{1})$
5 :
1. If ( $a_{0}>a_{1}$ and $b_{0}<b_{1}$ ) or ( $a_{0}<a_{1}$ and $b_{0}>b_{1}$ ) (1)
then
$x_{1}= \max(b_{0}, b_{1})-\max(a_{0}, a_{1})$ :unique solution.
2. If $a_{0}\neq a_{1}$ and $b_{0}\neq b_{1}$ ) and (1) does not hold,
No solution exists in $R$ .
3. If $a_{0}=a_{1}$ or $b_{0}\neq b_{1}$ then
$x \geq\max(b_{0}, b_{1})-a_{0}$ : nonunique solution.
4. If $a_{0}\neq a_{1}$ or $b_{0}=b_{1}$ then
$x \leq b_{0}-\max(a_{0}, a_{1})$ :nonunique solution.




1: $g\circ f(x)=x$ , $f(x)= \max(2x+1, x+2)$ , $g(x)= \max((x-1)/2, x-2)$










$= \min(\max(a_{1}x+b_{1}, a_{2}x+b_{2})-b_{1})/a_{1},$ $\max(a_{1}x+b_{1}, a_{2}x+b_{2})-b_{2})/a_{2})$
$= \min(\max(a_{1}x, a_{2}x+b_{2}-b_{1})/a_{1},$ $\max(a_{1}x+b_{1}-b_{2}, a_{2}x)/a_{2})$ .
$(\mathrm{i})$ if $a_{1}x>=a_{2}x+b_{2}-b_{1}$ then
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$r.h.s.= \min(x, \max(a_{1}x+b_{1}-b_{2})/a_{2})=x$ ,
(\"u ) if $a_{1}x<a_{2}x+b_{2}-b_{1}$ then




$\sum_{j=1}^{N}\max(a_{j}x+b_{j})\equiv\max(a_{1}x+b_{1}, a_{2}x+b_{2}, \cdots, a_{N}x+b_{N})$
$f(x)= \sum_{j=1}^{N}\max(a_{j}x+b_{j})$ , for $a_{j}>0$ .
$g(x)= \sum_{j=1}^{N}\min((x-b_{j})/a_{j})$
$f(x)$
$f(x)= \max(a_{1}x+b_{1}, a_{2}x+b_{2}, a_{3}x+b_{3})$
$= \max(\max(a_{1}x+b_{1}, a_{2}x+b_{2}),$ $a_{3}x+b_{3})$ .
$f(x)$
$g(x)$ $=$ $\min(\min((x-b_{1})/a_{1}, (x-b_{2})/a_{2}),$
$(x-b_{3})/a_{3})$ ,
$=$ $\min((x-b_{1})/a_{1}, (x-b_{2})/a_{2},$ $(x-b_{3})/a_{3})$ .
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1. $\max(0, a_{1}+x, a_{2} +2x, \cdots, a_{\tau\iota}+nx)=c,$ $c>0$ $\mathrm{g}_{\mathit{1}}^{y7}\mathrm{F}$
$x= \min(c-a_{1}, (c-a_{2})/2,$ $\cdots,$ $(c-a_{n})/n)$ ,
2. $\max(x+a, \min(2x+b, 3x+c))=y$
















$X= \frac{(B_{0}-A_{0})(A_{1}-B_{1})}{(A_{1}-B_{1})^{2}}$ , or
$X= \frac{A_{1}B_{0}+A_{0}B_{1}-(A_{0}A_{1}+B_{0}B_{1})}{(A_{1}-B_{1})^{2}}$
$A_{0}\neq B_{0}$ and $A_{1}\neq B_{1}$
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1. If $\max(a_{1}+b_{0}, a_{0}+b_{1})<\max(a_{0}+a_{1}, b_{0}+b_{1})$





$X$ 1 2 $A_{1}$ , A2 , $A_{17}$ A2




$1+A_{1}X+A_{2}X^{2}=0$ $X$ 1, $\backslash \text{ }$
2
1. $\max(0, a_{1}+x)=a_{2}+2x$
$2$ . $\max(0, a_{2}+2x)=a_{1}+x$









$x_{1}= \max(a_{1}, \frac{1}{2}\max(2a_{1}, a_{2}))-a_{2}$
$= \max(a_{1}-a_{2}, -\frac{1}{2}a_{2})$
$X_{2}$






(i) if $2a_{1}<a_{2}$ .
(ii) 2 $x_{1}=a_{1}-a_{2}$ , $x_{2}=-a_{1}$ if $2a_{1}>a_{2}$ ,








2: $\max(0, a_{1}+x)=a_{2}+2x1$ $\hslash^{7}\not\simeq^{\mathrm{J}}$ , $x$
, 1




1 . $\max(0, a_{1}+x)=a_{2}+2x$
1 $y=a_{2}+2x$ $y=0,$ $y=a_{1}+x$








3: $\max(0, a_{2}+2x)=a_{1}+x$ :
$\{p(1,0),p(1,2)\}$ 3
(i) if $0>a_{1}+p(0,2)=a_{1}- \frac{1}{2}$ a2 or if $2a_{1}<a_{2}$ .
(ii) 2 $x_{2}=p(1,0)=-a_{1}$ , $x_{1}=p(1_{1}2)=a_{1}-a_{2},$ if $2a_{1}>a_{2}$ ,
2
3. $\max(a_{1}+x, a_{2}+2x)=0$ 1 $y=0$








$A_{1_{7}}$ A2, $A_{3}$ 7
1. $\max(0, a_{1}+x, a\mathit{2}+2x)=a_{3}+3x,$ $1$
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2. $\max(0, a_{1}+x_{7}a_{3}+3x)=a_{2}+2x,$ $0$ or 2
3. $\max(0, a_{2}+2x, a_{3}+3x)=a_{1}+x,$ $0$ or 2
4. $\max(a_{1}+x, a_{2}+2x, a_{3}+3x)=0,1$
5. $\max(0, a_{1}+x)=\max(a_{2}+2x_{7}a_{3}+3x)$ , 1
6. $\max(0, a_{2}+2x)=\max(a_{1}+x, a_{3}+3x),$ $1$ or 3




$c_{karrow}\geq 0$ and $a_{j}\neq c_{k}$ for $j=1,2,$ $\ldots,$ $Nk=1,2,$ $\ldots,$ $M$
2 $a_{j}x+b_{j}$ $c_{k^{\wedge}}x+d_{k}$ $\{p(j, k), q(j, k)\}$
x p( $k$ )
$a_{j}p(j, k)$ $b_{j}=c_{k}p(j, k)$ $d_{k^{\wedge}}$ ,
$p(j, k)=- \frac{b_{j}-d_{k}}{a_{j}-c_{k}}’$.
yy $q(j, k)$ x $p(j, k)$
$q(j, k)=a_{j}p(j, k)+b_{j}=-a_{j} \frac{b_{j}-d_{k}}{a_{j}-c_{k}}.+b_{j}=\frac{a_{j}d_{k}-c_{k}b_{j}}{a_{j}-c_{k}}\sim$
$\epsilon_{\mathrm{I}\mathrm{z}}^{71}\text{ }$ $x$ $p(j, k)=-(bj-dk)/(aj-ck)$ ,
















$\langle$ REDUCE Program 6
Welcome to Reduce (Forbs System Co.Ltd)
REDUCE 3.7, $15-\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{n}-99$ patched $\mathrm{t}\mathrm{o}$ nil . . .
1: in ” a: $\backslash \max-\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}-\mathrm{e}\mathrm{q}2$ .red ” ;
$0/\triangleright^{\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t}}\uparrow’$ a: $\backslash \max-\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}-\mathrm{e}\mathrm{q}2.\log’’$ ;
Za $: \backslash \max-\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}-\mathrm{e}\mathrm{q}2$ . red
$9/0\mathrm{J}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{y}29,04$
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$0/_{u}\%----$ Solve the max-piu $\mathrm{s}$ equations $—^{\mathrm{Q}}/_{0}^{\mathfrak{g}}/_{0}$
$\iota_{0}/\%\%^{----}$ The equation to be solved $—–^{0}/_{u^{0}}/_{l}^{0}/_{\theta}$
$0/_{0} \max$ (for $\mathrm{j}:=1:\mathrm{n}\mathrm{n}$ collect $\mathrm{h}\mathrm{l}(\mathrm{j},\mathrm{x})$ ) $= \max$ ( $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{j}:=1:\mathrm{n}\mathrm{n}$ collect $\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathrm{j},\mathrm{x})$ )
$0/\mathrm{Q}$ where
% $\mathrm{h}1(\mathrm{j},\mathrm{x})$ $:=\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{a}\mathrm{a},\mathrm{j})*\mathrm{x}+\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{b}\mathrm{b}_{2}\mathrm{j})$ $






$\Phi/_{\phi}--$ Range of the parameter $\mathrm{a}$ ,b.–$
$\mathrm{m}\mathrm{O}$ :=12$ %-- Range of the parameter $\mathrm{c}$ ,d.–$
nn1 $:^{=}1$0$ $\mathrm{Q}/_{f}-$ A number of terms in the left hand
$\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}--\%^{\mathfrak{g}}/_{\iota}$
mm1: $=7$ $\epsilon/_{0}-$ A number of terms in the right hand
$\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}--^{\mathfrak{g}}/_{\theta}^{\mathfrak{g}}/_{\sigma}$
$l/_{0}^{\mathfrak{g}}/_{0}--\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{y}$ $6$ times $—\%^{0}/_{9}$
for $\mathrm{s}:=1:6$ do
$<<$
%%- Initial data set $—-^{0}/\emptyset \mathfrak{g}/\alpha$
aal: $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}$ (nO, $\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}$ ) $
ccl $:=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}$ ( $\mathrm{m}\mathrm{O}$ , mml ) $
$\%^{0}/_{\iota}--$ Simplify the data set $—^{0}/_{l}^{0}/_{0}$
$\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{a}:=\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}(\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{l})$
$\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{c}:=\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}$ (ccl)$





$\mathrm{b}\mathrm{b}:=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{i}$ st (nO, $\mathrm{n}\mathrm{n}$ ) $
$\mathrm{d}\mathrm{d}:=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(\mathrm{m}0,\mathrm{m}\mathrm{m})$ $
%%-- Possible solutions to the ultradiscrete algebraic
$\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}.--^{0}/_{0}^{\mathfrak{g}}/_{\alpha}$
off $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}_{i}$
$\mathrm{f}$or $\mathrm{j}$ $:=1$ : nn do $\mathrm{h}1(\mathrm{j},\mathrm{x})$ $:=\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{a}\mathrm{a}, \mathrm{j})*\mathrm{x}+\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{b}\mathrm{b},\mathrm{j})$ $
$\mathrm{f}$or $\mathrm{k}:=1$ : mm do $\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathrm{k},\mathrm{x})$ $:=\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{c}\mathrm{c},\mathrm{k})*\mathrm{x}+\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{d}\mathrm{d},\mathrm{k})$
$\%^{4}/_{\mathfrak{g}}--\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}$ equation to be solved $–^{0}/_{\theta}\%$
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on $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}$ ;
write $\max$ ( $\mathrm{f}$or $\mathrm{j}:=1:\mathrm{n}\mathrm{n}$ collect part $(\mathrm{a}\mathrm{a},\mathrm{j})*\mathrm{x}+\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{b}\mathrm{b},$ $\mathrm{j})$ ),
$|’=^{11}$ , $\max$ (for $\mathrm{k}:=1$ : $\mathrm{m}\mathrm{m}$ collect part ( $\mathrm{c}\mathrm{c}$ ,k)$x $+$part $(\mathrm{d}\mathrm{d},\mathrm{k})$ )
off $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}$ ;
$l/0\mathfrak{g}/\mathfrak{g}---$ The traIlSformed equat $\mathrm{i}$on —%%
$\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{l}(\mathrm{x}):=\min$ ( $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k}:=1:\mathrm{m}\mathrm{m}$ collect $\max(\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{j}:=1:\mathrm{n}\mathrm{n}$ collect $\mathrm{h}\mathrm{l}(\mathrm{j},\mathrm{x})-\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathrm{k},\mathrm{x}))$ )
$\%^{0}/0--\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}$ solutions –Z7;
$\mathrm{f}$or $\mathrm{j}1$ $:=1$ : $\mathrm{n}\mathrm{n}$ do $\mathrm{f}$ or $\mathrm{k}1$ $:=1$ : $\mathrm{m}\mathrm{m}$ do
$\mathrm{x}(\mathrm{j}1,\mathrm{k}1)$ $:=-(\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{b}\mathrm{b}, \mathrm{j}1)-\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{d}\mathrm{d},\mathrm{k}\mathrm{l}))/(\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{a}\mathrm{a},\mathrm{j}1)-\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}(\mathrm{c}\mathrm{c},\mathrm{k}1))$
counterl: $=0$
$\mathrm{O}\mathrm{Z}\mathrm{l}--\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}$ the possible solutions $–^{\alpha}/0\%$
for $\mathrm{j}1:=1:\mathrm{n}\mathrm{n}$ do for $\mathrm{k}1:=1:\mathrm{m}\mathrm{n}$ do
$<<$






$4/\mathfrak{g}\mathfrak{g}/\alpha---$ The set of solutions $—\%^{\mathfrak{g}}/$,
write $\mathrm{x}\mathrm{x}:=\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}$(for $\mathrm{s}:=1:$ counterl collect $\mathrm{x}(\mathrm{s})$ )






xx $:=$ $\{\}$ $
$———-\mathrm{s}$ $:^{=}2$ ———-$
$\max(5*\mathrm{x}+10,9*\mathrm{x}+3,10*\mathrm{x}+1)=\max(3*\mathrm{x}+5,4*\mathrm{x}+3,6*\mathrm{x})$
$\mathrm{x}\mathrm{x}$ $:=\{(-5)/2\}$
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$———-\mathrm{s}$ $:=3$ ———-$
$\max(2*\mathrm{x}+6,3*\mathrm{x}+10,7*\mathrm{x}+2)=\max(11,6*\mathrm{x}+8)$
xx $:=\{2/3,1/3,6\}$
$———-\mathrm{s}$ $:^{=}4$ ———-$
$\max(0,2*\mathrm{x}+2,11*\mathrm{x})=\max(3*\mathrm{x}+5,4*\mathrm{x}+1,8*\mathrm{x}+4)$
xx $:^{=}\{(-5)/3,4/3\}$
$———-\mathrm{s}$ $:^{=}5$ ———-$
$\max(2*\mathrm{x}+9,4*\mathrm{x},8*\mathrm{x}+4)=\max(6*\mathrm{x}+4,9*\mathrm{x}+1,10*\mathrm{x}+7)$
$\mathrm{x}\mathrm{x}$ $:^{=}\{1/4\}$
$———-\mathrm{s}$ $:^{=}6$ ———-$
end;
